
6. Formaler Datenbankentwurf 6.2. Funktionale Abhängigkeiten

Rückblick

Membership-Test mit Armstrong-Axiomen

Sei V = {A,B,C ,D,E ,F ,G ,H, I} und
F = {AB → E ,BE → I ,E → G ,GI → H}.
Es soll getestet werden, ob AB → GH ∈ F+.

1. AB → E
A2⇒ AB → ABE

2. BE → I
A2⇒ ABE → ABEI

3.
A3⇒ AB → ABEI

4. E → G
A2⇒ ABEI → ABEGI

5.
A3⇒ AB → ABEGI

6. GI → H
A2⇒ ABEGI → ABEGHI

7.
A3⇒ AB → ABEGHI

8.
A1⇒ ABEGHI → GH

9.
A3⇒ AB → GH
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Rückblick

Geben Sie einen Schlüssel für die Menge der FAs F an (1/3)

Sei V = {A,B,C ,D,E ,F ,G ,H, I} und
F = {AB → E ,BE → I ,E → G ,GI → H}.
Initialisierung: X := V

(1) (X \ {A})+ 6= V , da A nie auf der rechten Seite einer FA erscheint

(2) (X \ {B})+ 6= V , da B nie auf der rechten Seite einer FA erscheint

(3) (X \ {C})+ 6= V , da C nie auf der rechten Seite einer FA erscheint

(4) (X \ {D})+ 6= V , da D nie auf der rechten Seite einer FA erscheint

(5) (X \ {F})+ 6= V , da F nie auf der rechten Seite einer FA erscheint
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6. Formaler Datenbankentwurf 6.2. Funktionale Abhängigkeiten

Rückblick

Geben Sie einen Schlüssel für die Menge der FAs F an (2/3)

(6) Test auf (X \ {E})+ = V mit XPlus(X \ {E},V ,F):
I result = {A,B,C ,D,F ,G ,H, I}
I Runde 1: AB → E ⇒ result := result ∪ E
I Keine Veränderung von result in Runde 2
I ⇒ (X \ {E})+ = V , somit X := X \ {E}.

(7) Test auf (X \ {G})+ = V mit XPlus(X \ {G},V ,F):
I result = {A,B,C ,D,F ,H, I}
I Runde 1: AB → E ⇒ result := result ∪ E
I Runde 2: E → G ⇒ result := result ∪ G
I Keine Veränderung von result in Runde 3
I ⇒ (X \ {G})+ = V , somit X := X \ {G}.
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6. Formaler Datenbankentwurf 6.2. Funktionale Abhängigkeiten

Rückblick

Geben Sie einen Schlüssel für die Menge der FAs F an (3/3)

(8) Test auf (X \ {H})+ = V mit XPlus(X \ {H},V ,F):
I result = {A,B,C ,D,F , I}
I Runde 1: AB → E ⇒ result := result ∪ E
I Runde 2: E → G ⇒ result := result ∪ G
I Runde 3: GI → H ⇒ result := result ∪ H
I Keine Veränderung von result in Runde 4
I ⇒ (X \ {H})+ = V , somit X := X \ {H}.

(9) Test auf (X \ {I})+ = V mit XPlus(X \ {I},V ,F):
I result = {A,B,C ,D,F}
I Runde 1: AB → E ⇒ result := result ∪ E
I Runde 2: E → G ⇒ result := result ∪ G
I Runde 3: BE → I ⇒ result := result ∪ I
I Runde 4: GI → H ⇒ result := result ∪ H
I Keine Veränderung von result in Runde 5
I ⇒ (X \ {I})+ = V , somit X := X \ {I}.

I ⇒ X = {A,B,C ,D,F} ist ein Schlüssel.
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6. Formaler Datenbankentwurf 6.2. Funktionale Abhängigkeiten

6.2.4 Minimale Überdeckung

Äquivalenz zweier Mengen von funktionalen Abhängigkeiten

I Seien F ,G Mengen von funktionalen Abhängigkeiten.

I F ,G nennen wir äquivalent, F ≡ G, wenn F+ = G+.

I Wir suchen eine minimale Überdeckung von F .
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6. Formaler Datenbankentwurf 6.2. Funktionale Abhängigkeiten

Beispiel Rechtsreduktion

I F1 = {A→ B,B → A,B → C ,A→ C ,C → A}.
Kann die FA B → C zu B → ∅ reduziert werden, d.h. gestrichen werden?

Sei F ′
1 = {A→ B,B → A,A→ C ,C → A}.

Gilt F+
1 = F ′+

1 ? Ja, denn

(a) F+
1 ⊆ F ′+

1 wegen XPlus(B,C ,F ′
1).

(b) F+
1 ⊇ F ′+

1 wegen F1 ⊇ F ′
1.
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Beispiel Linksreduktion

I F2 = {AB → C ,A→ B,B → A}.
Kann die FA AB → C zu B → C reduziert werden, d.h. AB → C durch
B → C ersetzt werden?

Sei F ′
2 = {B → C ,A→ B,B → A}.

Gilt F+
2 = F ′+

2 ? Ja, denn

(a) F+
2 ⊆ F ′+

2 wegen (A2) und (A6) angewendet auf B → C .
(b) F+

2 ⊇ F ′+
2 wegen XPlus(B,C ,F2).
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Links- und Rechtsreduktion

I Eine Menge F funktionaler Abhängigkeiten heißt linksreduziert, wenn sie
die folgende Eigenschaft erfüllt.

Wenn X → Y ∈ F ,Z ⊆ X , dann F ′ = (F \ {X → Y }) ∪ {Z → Y } nicht
äquivalent zu F .

Linksreduktion: ersetze X → Y in F durch Z → Y .

I Sie heißt rechtsreduziert, wenn X → Y ∈ F ,Z ⊆ Y , dann
F ′ = (F \ {X → Y }) ∪ {X → Z} nicht äquivalent zu F .

Rechtsreduktion: ersetze X → Y in F durch X → Z .
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Entscheidung mittels XPlus-Algorithmus

I Sei X → Y eine Abhängigkeit in F und sei Z → Y , wobei Z ⊆ X .

Wir führen die entsprechende Linksreduktion durch, wenn XPlus(Z , Y ,F)
das Ergebnis true liefert.

I Sei X → Y eine Abhängigkeit in F und sei X → Z , wobei Z ⊆ Y .

Wir führen die entsprechende Rechtsreduktion durch, wenn
XPlus(X , Y ,F ′) das Ergebnis true liefert.

Satz

Sei eine Menge funktionaler Abhängigkeiten F gegeben und sei F ′ aus F durch eine
Links- oder Rechtsreduktion hervorgegangen.

Dann F ≡ F ′.
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Minimale Überdeckung

Eine Menge funktionaler Abhängigkeiten Fmin ist eine minimale Überdeckung zu F ,
wenn wir sie durch Anwendung der folgenden Schritte erzeugen können:

I Führe alle möglichen Linksreduktionen durch.

I Führe alle möglichen Rechtsreduktionen durch.

I Streiche alle trivialen funktionalen Abhängigkeiten der Form X → ∅.
I Vereinige alle funktionalen Abhängigkeiten mit gleicher linker Seite X → Y 1, . . . ,

X → Y n zu einer einzigen FA der Form X → Y 1 . . . Y n
1.

1Durch Anwendung von (A4).
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Beispiel: Minimale Überdeckung

Sei V = {A,B,C ,D} und F = {AB → CD,B → D,D → C}.
1. Linksreduktion(en):

I Prüfe, ob F ′ = (F \ {AB → CD}) ∪ {B → CD} äquivalent zu F ist.
⇒ XPlus(B,CD,F): true

I F := {B → CD,B → D,D → C}.
2. Rechtsreduktion(en):

I Prüfe, ob F ′ = (F \ {B → CD}) ∪ {B → D} äquivalent zu F ist.
⇒ XPlus(B,CD,F ′): true

I F := {B → D,D → C}.
3. Fmin = {B → D,D → C}
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6. Formaler Datenbankentwurf 6.3. Zerlegungen

6.3 Verlustfreie und abhängigkeitsbewahrende
Zerlegungen

I Sei ein Relationsschema gegeben durch eine Attributmenge V und eine
Menge funktionaler Abhängigkeiten F .

I Sei ρ = {X1, . . . ,Xk} eine Zerlegung von V .

I Verlustfreiheit: Sei r ∈ Sat(V ,F) und seien ri = π[Xi ]r , 1 ≤ i ≤ k die
Projektionen von r auf die einzelnen Elemente der Zerlegung.
Jede Relation zu dem Ausgangsschema bleibt mittels ./ aus
den einzelnen Relationen der Zerlegung ρ exakt
rekonstruierbar.

Abhängigkeitsbewahrung: Die funktionalen Abhängigkeiten in F können
auch über den Schemata der Zerlegung ρ ausgedrückt
werden.
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6. Formaler Datenbankentwurf 6.3. Zerlegungen

6.3.1 Verlustfreiheit

Sei ρ = {X1, . . . ,Xk} eine Zerlegung von V .

ρ heißt verlustfrei, wenn für jede Relation r ∈ Sat(V ,F) gilt:

r = π[X1]r ./ . . . ./ π[Xk ]r .
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Beispiel

I Sei V = {A,B,C} und F = {A→ B,A→ C}).

I Sei r ∈ Sat(V ,F) wie folgt:

r =
A B C

a1 b1 c1
a2 b1 c2

I Seien ρ1 = {AB,BC} und ρ2 = {AB,AC}.
I r ⊂ π[AB]r ./ π[BC ]r ,
ρ1 ist nicht verlustfrei.

I r = π[AB]r ./ π[AC ]r ,
ρ2 ist verlustfrei (für r).
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6. Formaler Datenbankentwurf 6.3. Zerlegungen

Satz

Sei V eine Attributmenge mit einer Menge F funktionaler Abhängigkeiten. Sei
ρ = (X1,X2) eine Zerlegung von V .

ρ ist verlustfrei genau dann, wenn

(X1 ∩ X2)→ (X1 \ X2) ∈ F+, oder (X1 ∩ X2)→ (X2 \ X1) ∈ F+.

Korollar

Sei R = (V ,F) ein Relationsschema und sei X → Y ∈ F , wobei X ∩ Y = ∅.
Dann ist die Zerlegung ρ = (V \ Y ,XY ) verlustfrei.

Beweis: (V \ Y ) ∩ XY = X ; XY \ (V \ Y ) = Y .
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6.3.2 Abhängigkeitsbewahrung

Beispiel

Sei V = {A,B,C ,D} und ρ = {AB,BC}.
I Betrachte F = {A→ B,B → C ,C → A}.

Ist ρ abhängigkeitsbewahrend bzgl. F?

I Betrachte die zu F äquivalente Menge
F ′ = {A→ B,B → C ,C → B,B → A}.
Ist ρ abhängigkeitsbewahrend bzgl. F ′?
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Definition

I Sei R = (V ,F) gegeben. Sei weiter Z ⊆ V .

I Sei die Projektion von F auf Z definiert zu

π[Z ]F = {X → Y ∈ F+ | XY ⊆ Z}.

I Eine Zerlegung ρ = {X1, . . . ,Xk} von V heißt abhängigkeitsbewahrend
bzgl. F , wenn

k⋃

i=1

π[Xi ]F ≡ F .
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zum vorangehenden Beispiel

Sei V = {A,B,C ,D}, ρ = {AB,BC} und F = {A→ B,B → C ,C → A}.
Ist ρ abhängigkeitsbewahrend bzgl. F?
Ja, denn

I {A→ B,B → A} ⊆ π[AB]F ,

I {B → C ,C → B} ⊆ π[BC ]F und

I {A→ B,B → A} ∪ {B → C ,C → B} ≡ F .
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Beobachtung: Nicht jede verlustfreie Zerlegung ist abhängigkeitsbewahrend!

I R = (V ,F), wobei V = {Stadt, Adresse, PLZ},
I F ={Stadt Adresse → PLZ, PLZ → Stadt}.
I ρ = {X1,X2}: X1 = {Adresse, PLZ} und X2 = {Stadt, PLZ}.
I ρ ist verlustfrei, da (X1 ∩ X2)→ (X2 \ X1) ∈ F .

I ρ ist nicht abhängigkeitsbewahrend.

Stadt Adresse und Adresse PLZ sind Schlüssel zu R.
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6.4 Normalformen

Sei R = (V ,F) ein Schema. Wir wollen eine Zerlegung ρ = (X1, . . . ,Xk) von R
finden, die die folgenden Eigenschaften erfüllt:

I jedes Ri = (Xi , π[Xi ]F), 1 ≤ i ≤ k ist in einer gewünschten Normalform,

I ρ ist verlustfrei und (möglichst) auch abhängigkeitsbewahrend,

I k minimal.
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Begriffe

I Sei X Schlüssel zu R und X ⊆ Y ⊆ V , dann nennen wir Y Superschlüssel von R.

I Gilt A ∈ X für irgendeinen Schlüssel X von R, so heißt A Schlüsselattribut (SA)
in R;

I gilt A /∈ X für jeden Schlüssel X , so heißt A Nicht-Schlüsselattribut (NSA).
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3. Normalform

Ein Relationsschema R = (V ,F) ist in 3. Normalform (3NF) genau dann, wenn
jedes NSA A ∈ V die folgende Bedingung erfüllt.

Wenn X → A ∈ F , A 6∈ X , dann ist X ein Superschlüssel.

Die Bedingung der 3NF verbietet nichttriviale funktionale Abhängigkeiten X → A, in denen
ein NSA A in der Weise von einem Schlüssel K transitiv funktional abhängt, dass K → X ,
K 6⊆ X gilt und des Weiteren X → A.

Welche Art von Redundanz wird so vermieden?
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Welche funktionale Abhängigkeiten verletzen die 3NF?

Stadt

SNr SName LCode LFläche

7 Freiburg D 357
9 Berlin D 357
40 Moscow RU 17075
43 St.Petersburg RU 17075

Kontinent

KName LCode KFläche Prozent

Europe D 3234 100
Europe RU 3234 20
Asia RU 44400 80

Was ist hier zu sagen?

Stadt’

SNr SName LCode

7 Freiburg D
9 Berlin D
40 Moscow RU
43 St.Petersburg RU

Land’

LCode LFläche

D 357
RU 17075

Lage’

LCode KName Prozent

D Europe 100
RU Europe 20
RU Asia 80

Kontinent’

KName KFläche

Europe 3234
Asia 44400
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Boyce-Codd-Normalform

Ein Relationsschema R = (V ,F) ist in Boyce-Codd-Normalform (BCNF) genau
dann, wenn die folgende Bedingung erfüllt ist.

Wenn X → A ∈ F , A 6∈ X , dann ist X ein Superschlüssel.

Die BCNF verschärft die 3NF.

I Sei R = (V ,F), wobei V = { Stadt, Adresse, PLZ }, und F ={ Stadt Adresse →
PLZ, PLZ → Stadt}.

I R ist in 3NF, aber nicht in BCNF.

I Sei ρ = {Adresse PLZ, PLZ Stadt} eine Zerlegung, dann erfüllt ρ die BCNF und ist
verlustfrei, jedoch nicht abhängigkeitsbewahrend.
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6.5 Algorithmen zur Normalisierung

BCNF-Analyse: verlustfrei und nicht abhängigkeitsbewahrend

Sei R = (V ,F) ein Relationsschema.

1. Sei X ⊂ V , A ∈ V und X → A ∈ F eine FA, die die BCNF-Bedingung verletzt.2

Sei weiter V ′ = V \ {A}.

Zerlege R in

R1 = (V ′, π[V ′]F), R2 = (XA, π[XA]F).

2. Teste die BCNF-Bedingung bzgl. R1 und R2 und wende den Algorithmus
gegebenenfalls rekursiv an.

2Um eine in den gegebenen FAs ausgedrückte Zusammengehörigkeit von Attributen
nicht zu verlieren, kann anstatt X → A die FA X → (X+ \ X ) betrachtet werden.
Betrachte hierzu V = {A,B,C ,D} und F = {A→ B,B → C}.
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Beispiel: BCNF-Analyse (1/2)

Sei V = {A,B,C ,D} und F = {A→ B,B → C}.
Betrachte folgende Zerlegungen mittels BCNF-Analyse:
Zerlegung 1:

(1) Wähle FD A→ B:

(1.1) R1 = ({A,C ,D}, {A→ C}) und
(1.2) R2 = ({A,B}, {A→ B}).

(2) Weitere Zerlegung von R1 mit FD A→ C liefert:

(2.1) R11 = ({A,D}, ∅) und
(2.2) R12 = ({A,C}, {A→ C}).

(3) Die Zerlegung ρ1 = {R11 ,R12 ,R2} ist nicht abhängigkeitsbewahrend.
⇒ Verliere FD: B → C
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Beispiel: BCNF-Analyse (2/2)

Sei V = {A,B,C ,D} und F = {A→ B,B → C}.
Betrachte folgende Zerlegungen mittels BCNF-Analyse:
Zerlegung 2:

(1) Wähle FD A→ (A+ \ A), d.h. A→ BC :

(1.1) R1 = ({A,D}, ∅) und
(1.2) R2 = ({A,B,C}, {A→ B,A→ C ,B → C}).

(2) Weitere Zerlegung von R2 mit FD B → C liefert:

(2.1) R21 = ({A,B}, {A→ B}) und
(2.2) R22 = ({B,C}, {B → C}).

(3) Die Zerlegung ρ2 = {R1,R21 ,R22} ist abhängigkeitsbewahrend.
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3NF-Synthese: verlustfrei und abhängigkeitsbewahrend

Sei R = (V ,F) ein Relationsschema.

1. Sei Fmin eine minimale Überdeckung zu F .

2. Betrachte jeweils maximale Klassen von funktionalen Abhängigkeiten aus Fmin

mit derselben linken Seite. Seien Ci = {Xi → Ai1,Xi → Ai2, . . .} die so gebildeten
Klassen, i ≥ 0.

3. Bilde zu jeder Klasse Ci , i ≥ 0, ein Schema mit Format VCi = Xi ∪{Ai1,Ai2, . . .}.3

4. Sofern keines der gebildeten Formate VCi einen Schlüssel für R enthält, berechne
einen Schlüssel für R. Sei Y ein solcher Schlüssel. Bilde zu Y ein Schema mit
Format VK = Y .

5. ρ = {VK ,VC1 ,VC2 , . . .} ist eine verlustfreie und abhängigkeitsbewahrende
Zerlegung von R in 3NF.

3Der von uns betrachtete Algorithmus zur Berechnung von Fmin hat diese
Klassenbildung bereits vorgenommen.
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Beispiel: 3NF-Synthese

Sei V = {A,B,C ,D} und F = {A→ B,B → C}.
I Es gilt, dass Fmin = F
I Somit VC1 = {A,B} und VC2 = {B,C}
I Da weder VC1 noch VC2 den Schlüssel K = {A,D} enthält, muss die

Zerlegung auch VK = {A,D} enthalten.
⇒ ρ = {VC1 ,VC2 ,VK} ist eine verlustfreie und abhängigkeitsbewahrende
Zerlegung.
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6. Formaler Datenbankentwurf 6.6. Empfohlene Lektüre

6.6 Empfohlene Lektüre

4 5

4
In: Journal of the ACM, Vol. 31, No. 1, 1984. Kann gegoogelt werden.

5
In: Handbook of Theoretical Computer Science, Volume B: Formal Models and Sematics (B), 1990. Kann als Report gegoogelt

werden.
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6. Formaler Datenbankentwurf 6.7. Ausblick

Ausblick

3NF & BCNF

Seien gegeben

V = {SNr ,SName, LCode, LFlaeche,KName,KFlaeche,Prozent},
F = {SNr → SName LCode, LCode → LFlaeche,

KName → KFlaeche, LCode KName → Prozent}.

(a) Geben Sie eine verlustfreie und abhängigkeitsbewahrende 3NF-Zerlegung
an, indem Sie den 3NF-Synthese-Algorithmus anwenden.

(b) Geben Sie eine verlustfreie und möglichst abhängigkeitsbewahrende
BCNF-Zerlegung an, indem Sie den BCNF-Analyse-Algorithmus anwenden.

Kennzeichnen Sie jeweils die Schlüssel der Schemata der gefundenen
Zerlegungen.
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